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L'INSTABILITÉ STRUCTURELLE DANS LE 
MODÈLE DE CROISSANCE AVEC 
RESSOURCE NON RENOUVELABLE ( * ) 
I- INTRODUCTION 
Dans un article classique, Liviatan 8c Samuelson [ 9 ] ont indiqué 
le comportement « catastrophique » d'un modèle de croissance opti-
male avec production jointe décrite par la fonction de production 
F(K, K) où F satisfait aux hypothèses néoclassiques et où K et K dési-
gnent respectivement le stock de capital et sa variation intertemporel-
le. Ainsi, le stock de capital K* dans un équilibre de long terme ferait 
des sauts lorsque le taux d'escompte 8 atteint les valeurs critiques S1 
et S1 définissant les bornes de l'ensemble de bifurcation selon la termi-
nologie de Thom [ 19 ] et de Zeeman [ 21 ]} Caractérisé d'instabilité 
structurelle, un tel comportement a attiré tout récemment l'attention 
de W. Brock [ 2 ] et de M. Magil [11] qui ont donné indépendamment 
des analyses générales applicables aux modèles économiques dyna-
miques. 
Sans exception, la fonction de production dans le modèle de 
croissance avec une ressource non renouvelable est conventionnelle-
ment décrite par F ( K9 S ) où S désigne la variation intertemporelle du 
stock de la ressource. Étant donné la ressemblance de cette fonction 
avec celle utilisée dans le modèle étudié par Liviatan & Samuelson, 
une question se pose : l'instabilité structurelle est-elle aussi présente 
dans le modèle avec une ressource non renouvelable ? 
Dans la littérature en économie des ressources naturelles, les 
résultats obtenus indiquent que la réponse à la question posée ci-
dessus est plutôt affirmative. Lorsque la fonction de production est du 
type Cobb-Douglas, le stock de capital à long terme tend vers zéro si le 
taux d'escompte est positif, et vers l'infini si le taux d'escompte est nul 
* Ce texte a été présenté au 49e congrès de 1'ACFAS ( 13-14 mai 1981 ) à l'Université de 
Sherbrooke. Une version similaire mais plus complète se trouve dans « Exhaustible Resource, 
Structural Unstability and Innovation Sustaining a Non Degenerated Economy » du même 
auteur. 
1. Dans la figure 1, la variété qui définit les valeurs du stock de capital en équilibre de 
long terme est composé d'une branche instable.45 et des deux branches stables/l'A etBB'. Si l'on 
réduit le taux d'escompte à #2, l'équilibre fera un saut de B à la branche stable AA'. Et inverse-
ment, si l'on augmente le taux d'escompte à ôi, l'équilibre fera un saut de B à la branche BB'. 
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( Dasgupta 8c Heal [ 6 ] ou Solow [ 15 ] ). Lorsque la fonction de 
production est du type CES, et quelque soit le taux d'escompte, le 
stock de capital à long terme tend vers zéro si l'élasticité de substitu-
tion entre les facteurs ressource et capital est inférieure à l'unité, vers 
une valeur positive si l'élasticité de substitution est supérieure à l'unité 
( Dasgupta & Heal [ 5 ] ). Notons que la technologie est représentée 
dans la littérature par les formes paramétriques très spécifiques. 
Essentiellement, l'analyse de la question de la stabilité structurelle 
dans le modèle de croissance avec ressource non renouvelable 
consiste à examiner les valeurs à long terme du capital et de la consom-
mation résultant des variations paramétriques. Les paramètres qui 
retiennent notre attention sont stratégiques dans l'étude de ressource 
non renouvelable. Ils sont d'ordre éthique ( e.g. taux d'escompte ) et 
d'ordre technologique ( e.g. l'élasticité de substitution entre ressource 
et capital, taux de progrès technique). À propos de la question de 
stabilité structurelle ci-haut mentionnée, nous allons généraliser dans 
cette note les résultats connus dans deux directions. En premier lieu, 
nous optons pour une description générale de la technologie de 
production. En second lieu, nous portons une attention particulière à 
la question d'innovation technologique. Une analyse concernant la 
forme de progrès technique neutre dans le sens Hicksien — forme 
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jusqu'ici ignorée dans la littérature d'économie des ressources natu-
relles — sera détaillée pour une économie dont la production est du 
type Cobb-Douglas. 
Dans la section II, nous exposons le modèle de base servant à 
notre discussion et nous dérivons les conditions d'optimalité. 
Le cas où la ressource naturelle n' est pas nécessaire à la production 
est examiné dans la section III et celui où elle est indispensable à la 
production dans la section IV. Cette distinction est essentiellement 
technologique : la classe de technologies pour lesquelles la ressource 
n'est pas nécessaire peut inclure comme cas particulier la fonction 
CES avec l'élasticité de substitution des facteurs plus grande que 
l'unité. La classe dans laquelle la ressource est indispensable contient 
quant à elle la fonction CES avec l'élasticité de substitution inférieure à 
l'unité. 
Lorsque la ressource n'est pas nécessaire, l'économie se dirige 
à long terme vers un état non dégénéré, où les valeurs du stock de 
capital et de consommation ne sont pas nulles. Ce résultat est valide 
quelque soit le taux d'escompte, et même en absence de l'innovation. 
La rareté absolue de la ressource ne pose ainsi aucun problème du 
type « Club de Rome ». 
Dans la section IV où la ressource naturelle est indispensable à 
la production, le taux d'escompte devient un paramètre critique. En 
l'absence de progrès technique, l'économie se dirige à long terme vers 
un état dégénéré si le taux d'escompte est positif, et vers un état non 
dégénéré si le taux d'escompte est nul. Pour éviter l'état dégénéré — 
appelé aussi « l'apocalypse » — où le stock de capital ( et donc, la 
production et la consommation ) à long terme est nul, il faut absolu-
ment la présence d'innovation technologique. Si cette dernière est du 
type exponentiel et neutre au sens Hicksien, une condition suffisante 
est établie pour que l'équilibre ne soit pas dégénéré à la limite. Cette 
condition est relativement « forte » mais peut être affaiblie si l'on 
considère des formes paramétriques comme la fonction de produc-
tion Cobb-Douglas. 
Dans la section V, nous considérons en détail la question d'inno-
vation technologique. Nous reprenons l'examen d'une économie 
dont la production est du type Cobb-Douglas. Cependant, contraire-
ment à de nombreuses discussions où l'innovation est introduite sous 
forme d'un stock de « Savoir faire » qui joue un rôle identique à un 
facteur physique de production ( voir [4 ] , [13] , [17] , [18]) , nous 
adoptons plutôt le traitement classique, à savoir, l'innovation de la 
forme du progrès technique neutre au sens Hicksien. Quand ce 
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progrès est exogène, une condition nécessaire et suffisante concernant 
un taux qui soutient une économie non-dégénérée est trouvée. Quand 
ce progrès est endogène, i.e. quand l'innovation est une variable de 
décision, même coûteuse, il est clairement démontré que « l'apoca-
lypse » peut toujours être évitée et qu 'à la longue, l 'économie se dirige 
vers le pays de Cocagne où la rareté n'est plus de mise. 
II- LE MODÈLE DE BASE, L'OPTIMALITÉ ET QUELQUES DÉFINITIONS 
Le modèle employé dans la discussion est du type néoclassique. 
La production est décrite par : 
Yt = F(Kjt,t) = a(t)F(Kjt) 
où au temps t, K1 désigne le stock de capital, S( l 'extraction de ressource 
utilisée comme input et a ( t ) le facteur de progrès technique neutre. 
Si C, désigne la consommation, les équations décrivant la dynamique 
du système sont : 
Kt = a F ( K19 Rt ) - C1 ; K0 donné ( 1 ) 
5, = -R1 ; S0 donné. ( 2 ) 
Soit U ( Ct ) la félicité au temps t et S le taux d'escompte, l'extrac-
tion de ressource et la consommation optimale sont les solutions du 
problème suivant : 
Max
 n oo 
[C1R) f U(C) er*dt 
Sous les contraintes : 
K= OtF (K, R) - C ; K0 donné ( 3 ) 
S = -R ; S0 donné 
{ K, S, Q R } =\ { O } ( conditions de non-négativité ) 
où l'indice t est omis afin de simplifier la notation symbolique. 
Le problème ( 3 ), formulé en terme d 'un problème de commande 
optimale en horizon infini, est assez familier ( [ 5 ], [ 6 ], [ 8 ], [ 15 ], 
e tc . . ). Nous prenons les hypothèses néoclassiques : 
H.l U ( C ) est de classe C2, monotone croissante et strictement 
concave. De plus : 
H . l . l lim If ( C ) = <*> quand C — O, lim If ( C ) = 0 quand C - °° 
H.2 F (K, R) est de classe C2, monotone croissante et strictement 
concave en K et R. 
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De plus : 
H.2.2 lim F ( K9 R ) = O quand K — O 
lim FK ( £ i? ) = oo quand £ — O 
lim FK (K, R) = O quand £ -> °° 
lim ^ ( £ 5 ) = °° quand R - O 
Nous distinguons 2 cas. Si limi7( K, R) = O quand R -• 0, la ressource 
est indispensable à la production. Si par contre, lim F [K, R) > 0 
quand R -* 0, la ressource n'est pas nécessaire à la production. 
L'Hamiltonien courant de ( 3 ) s'écrit : 
H(- )= U(C)-qR+P[CLF(K9 R)-C] ( 4 ) 
où q et P désignent respectivement les prix fictifs ( efficients ) de la 
ressource et du capital. L'hypothèse H. 1.1 nous permet de considérer 
la solution intérieure de ( 3 ) dont les conditions nécessaires d'optima-
Iité s'obtiennent de façon routinière ( voir Arrow & Kurz [ l ] 2 : 
V(C) = P ( 5 ) 
PaFx= q ( 6 ) 
q = q0eSt ( 7 ) 
P= SP- PaFK ( 8 ) 
Une trajectoire optimale ( Kf, Sf) qui satisfait aux ( 5 ) - ( 10 ) et 
( 1 ), ( 2 ) est celle à laquelle correspondent les décisions optimales 
concernant l'extraction Rf et la consommation Cf D'autre part, le 
système de prix efficients P* et q* qui en résultent est identifié comme 
les prix compétitifs avec anticipation parfaite ( voir Mitra [ 12 ] ). A la 
limite, si Kt = 0 ( donc CS = O), l'économie est dégénérée : l'apoca-
lypse est « optimale»3. Si Ki > 0 ( donc Ci > 0 ), l'économie tend 
vers un état non-dégénéré. Parmi ces états se trouve celui où Ki = °° 
( et donc Ci = °° ), un état « paradisiaque » ou « Pays de Cocagne ». 
Si le maximisant Hamiltonien//* = MaxHCiR( ) est concave eni£* etS*, 
une trajectoire qui satisfait ( 1 ), ( 2 ) ( 5 )-( 10 ) et les conditions de 
trans ver s alités : 
2. Nous supposons l'existence de solution au problème ( 3 ). Cette question d'existence 
a été examinée dans les cas particuliers par Dasgupta & Heal [ 5 ], Solow [15], Stiglitz [ 16 ] où 
U et F prennent des formes paramétriques et dans le cas général ( avec succès limité ) par T. 
Mitra [ 12]. 
3. Le langage employé est froidement « utilitariste ». Peut-être personne ne peut accepter 
cette « optimalité » sans froncer les sourcils. On devrait qualifier alors cet état d'apocalypse de 
« paradoxalement » optimale et on apprécierait mieux les conditions qui permettent à l'écono-
mie d'atteindre un état non dégénéré. 
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Hm e8tPtK{ t ) = 0 ; Hm e'ôtPt > 0 quand t -> °° ( 9 ) 
Hm e8tqtS ( t ) = 0 ; Hm *r% > 0 quand * — °° ( 10 ) 
est en fait une trajectoire optimale. 
Un premier résultat connu est le suivant : 
Lemme 2.1 
L'extraction optimale de ressource est continue et 
positive pour tout t e [ 0, °° ] si Hm F ( K9 R ) > 0 ou si 
R^O 
Hm FR ( K3 R ) = °°. En plus, la trajectoire optimale 
R-+0 
satisfait à la condition d'efficacité Hm 5,* = 0 et 
£ — OO 
J AJ 
— ( FR, )/FR*=aFK* et à l'équation de Ramsey 
dt a 
C* IC* = [ aFK - S]OXiT] (C ) désigne l'élasticité 
de la félicité marginale. 
Onpeutvoir, àpartirde( 10 ), que Hm Sf = 0. Prenons la diffé-
rentiation logarithmique de ( 6 ) et y substituons ( 7 ) et ( 8 ), nous 
obtenons la condition d'efficacité. Quant à l'équation de Ramsey, 
on y parvient en prenant la différentiation de ( 5 ) et y substituant ( 8 ).. 
Pour le reste du lemme 2.1, on peut trouver la preuve dans [ 6 ]. 
I I I - RESSOURCE NON NÉCESSAIRE À LA PRODUCTION 
Quand la ressource n'est pas nécessaire, l'économie ne serait 
jamais dégénérée même en l'absence de progrès technique, i.e. 
a(t)= 1 pour tout t. Dans ce cas, à partir de ( 8 ) le stock de capital à 
long terme est déterminé par : 
Hm FK ( Kï Rr) = 8 (11) 
D'après lemme 2.1, Sî = 0 et par conséquence Ri = 0 quant t -> °°. 
Ainsi : 
FK(KZ,0) = 8 (12) 
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est l'équation qui détermine Kt. Étant donné H2 et //2.2, la valeur 
de Kt est uniquement déterminée pour un taux d'escompte positif. 
Il s'ensuit également qu'à long terme : 
Ct = F( Kt, 0 ) > 0 pour S > 0 
Avec un taux d'escompte nul, il est évident que Kt= °° d'aprèsl'hypo-
thèse//2.2. Notons tout de suite que Ct = °°, cependant lim ^i = 0 et 
*-> °° Kf 
iïm —L= 0. Il est également facile de constater que le stock de capital à 
£ — * ^ 
long terme ( et donc la consommation) est inversement proportionnel 
à la valeur du taux d'escompte, i.e. dKt/dô < 0 et dCtldS < 0. En 
résumé, nous avons : 
Proposition 3.1 
Même en l'absence de l'innovation sous forme de 
progrès technique neutre, lorsque la ressource n'est 
pas nécessaire à la production, l'économie à long terme 
i ) est non dégénérée en présence du taux d'escompte 
de la félicité future ; 
ii ) tend vers « Pays de Cocagne » en l'absence du taux 
d'escompte de la félicité future. 
Ainsi, il n'y aurait pas de fin du monde tel qu'annoncé par le Club 
de Rome lorsque la ressource n'est pas nécessaire à la production. 
L'économmie tend vers un état stationnaire dans lequel le stock de 
ressource est complètement épuisé et le stock de capital reproductible 
atteint la quantité à laquelle sa productivité marginale est égale au taux 
d'escompte. L'optimum stationnaire dans ce cas ne diffère guère de 
celui qui résulte du modèle de croissance sans ressource naturelle, 
coïncidant avec le Turn-pike propre à l'économie dynamique dont une 
analyse détaillée se trouve dans Haurie & N. M. Hung [ 8 ]. 
Tournons-nous maintenant vers le cas où la ressource est indis-
pensable à la production. L'apocalypse y est possible et le progrès 
technique devient le facteur nous permettant de planifier pour une 
économie non dégénérée. 
IV- RESSOURCE INDISPENSABLE À LA PRODUCTION 
Une ressource est indispensable si lim F [K, R) = O. Nous allons 
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examiner le comportement à long terme de l'économie en relation 
avec les valeurs critiques des paramètres qui nous intéressent, à savoir, 
le taux d'escompte et le progrès technique. 
i ) Considérons le cas où le taux d'escompte de la félicité future est 
nul et le progrès technique est absent ( S = 0, a ( t ) = 1,VY ). Nous 
avons q*t) = q0 selon ( 8 ). D'autre partP* =—^-selon ( 6 ) et à la limite 
FR* 
Pt = 0 si FR ( K9 0 ) = °°. Il s'ensuit que Ci = °° d'après ( 5 ) pour la 
fonction de félicité qui satisfait à H. 1.1. ConséquemmentiTi; = °°,i.e., 
l'économie atteint le « Pays de Cocagne » à long terme4. 
Supposons qu'il y ait progrès technique neutre sous la forme expo-
nentielle, c'est-à-dire, a ( t ) = eXt. De ( 6 ) et ( 7 ), nous obtenons : 
P*FR.( K R) = qtf\ 
Quant £-> °° , P*FR*->0. Sachant quei?* = 0, il s'ensuit quePf-^O pour 
FR, ^ = °° quant t -* °° . Par conséquent U' ( Cf) —> 0, ce qui implique que 
Ci= °° de façon à ce que H. 1.1 soit satisfaite. Évidemment, dans ce cas 
Ki=00, i.e., l'économie tend vers le Pays de Cocagne à la limite. 
ii ) Considérons maintenant le cas où le taux d'escompte de la félicité 
future est positif. Nous allons démontrer, qu'en l'absence du progrès 
technique, l'économie serait dégénérée. 
L'équation (6) s'écrit maintenant P*iv = qtf*'• Quant £->°°, 
P*iv—°° eti?*—0. Si Hm FR, (Ki, R*)<°°, alors il faut que 
#*—0 
P*-> °° , donc U'( C* )= °° et par conséquence C* = 0. Il s'ensuit aussi 
QUeKt=O. Si lim FR, (Ki, R" ) = °°, Pi puisque qfe8t tend ex-
ponentiellement vers l'infini. Encore une fois Ci=O d'après H. 1.1 et 
Kt=O. 
Est-ce que le progrès technique permettrait à l'économie de ne 
pas dégénérer comme dans le cas précédent ? Prenons la forme ex-
ponentielle de ce dernier, i.e. a ( t ) = eXt. L'équation ( 7 ) peut être 
écrite comme P*FR* = q0e{ sx]t. L'analyse du comportement à la limite 
peut se faire comme auparavant : 
Si 8>X, P*FR*^ <*> et donc Ct = 0 et Kl = 0. 
!
D* C* //" Cf" Rf Pj" x 
' ' ' JT:: ' K* ' K* ' a* \ tendent vers 0, 
tandis que { Cf, Kf, Ffi , Yf] tendent vers °° quand t — °°. 
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Si 5<X, P*Fn* — O et donc pour FR, ( K*, 0 ) ^ °° , P* —0. 
Par conséquence Ci = Ki = °° 
Si 5 = X, nous retombons dans le cas i ) précédent. 
En somme l 'économie atteint le Pays de Cocagne si. le taux de 
progrès technique est au moins égal au taux d'escompte. Autrement, 
elle se dirige à la limite vers l'apocalypse. 
Laissons-nous résumer la discussion précédente dans : 
Proposition 4.1 
Lorsque la ressource non renouvelable est indis-
pensable à la production, si le taux d'escompte est 
positif 
i ) en l 'absence du progrès technique, l 'économie est 
dégénérée à long terme 
ii ) si le taux de progrès technique neutre soit au moins 
égal aux taux d'escompte, l 'économie tend à la 
limite vers le Pays de Cocagne. 
Proposition 4.2 
Lorsque la ressource non renouvelable est indis-
pensable à la production et le taux d'escompte de la 
félicité future est nul, même en absence de progrès 
technique l 'économie se dirige vers un état non dégé-
néré à long terme. 
Il est peut-être utile de récapituler les résultats obtenus. Afin de 
les illustrer, graphiquement, prenons la forme paramétrique CES 
pour décrire la technologie.5 Ainsi, la ressource n'est pas nécessaire si 
Y élasticité de substitution des facteurs a > 1 et elle est indispensable si 
0"^ 1. La substitution du capital à la ressource non-renouvelable est 
« facile » dans le premier cas, et « difficile » dans le deuxième cas. 
Le vecteur de paramètres considérés 9 est composé de 5, X, O" ; i. e. 
du taux d'escompte, du progrès technique neutre et de l'élasticité de 
substitution entre le capital et la ressource. D'après les propositions 
3.1, 4.1 et 4.2 l 'économie atteint le Pays de Cocagne quelque soit 8 et X 
si 0"> 1. Pour 0 < G < 1, l 'économie est dégénérée en apocalypse si 
5. Nos résultats rapportés ici sont valides pour une spécification générale de la techno-
logie de production. Cependant la distinction entre une ressource qui n'est pas nécessaire et une 
ressource indispensable à la production est convenablement exprimée par la valeur numérique 
de (T de la fonction de production CES. Les résultats spécifiques avec cette fonction sont trouvés 
dans [ 5 ]. 
Pour tout vecteur de paramètres 0 contenu dans CH, l'économie se-
rait non dégénérée à la limite. La figure ( 2 ) illustre l'ensemble S. 
Notons finalement que X ^ 8 est une condition suffisante assez 
forte qui garantit une économie non dégénérée. Cette condition sera 
affaiblie dans la section qui suit. 
L'INSTABILITÉ STRUCTURELLE... 397 
V- LE CAS D'UNE ÉCONOMIE À LA COBB-DOUGLAS 
Nous allons analyser en plus de détail le cas où la fonction de 
production est du type Cobb-Douglas avec rendement constant : 
Yt=a{t)K?lRÎ2,Pi+Pi= I 1 (13) 
où a ( t ) est le facteur de progrès technique. Nous énonçons d'abord 
les résultats connus en cas d'absence du progrès technique, puis nous 
donnons ensuite la condition nécessaire et suffisante concernant le 
taux de progrès technique exogène qui assure une économie non 
dégénérée à la longue. Finalement, nous examinons le progrès 
technique déterminé par l'investissement en activité innovatrice. 
Dans ce qui suit, nous adaptons la fonction de félicité : 
U ( C ) = Cl-\ 0 < t] < 1 ( 1 4 ) 
A. En absence du progrès technique 
On peut expliciter la solution optimale C*(t), R*(t) et donc K*(t) 
et S*(t) comme l'ont fait Dasgupta et Heal [ 5 ], [ 6 ]. 
En utilisant ( 13 ) et ( 14 ) dans le problème ( 3 ) dont la solution 
est appelée un optimum, et en désignant x/x par x, nous avons : 
Proposition 5.1 
( Dasgupta & Heal [ 6 ], 1979 ) 
i ) Si le taux d'escompte est nul, alors : 
À la limite Ci = Ki = <*>, Y* = C* = 0. 
Deplus,i?*AS* ^ 0 , _ Ç ! _ = l - s * - ^ f r - f r - l y*
 v 
ii ) Si le taux d'escompte est positif, alors : 
À la limite Ci = Ki = 0. De plus 
R*IS* ^Aet_Ç!L - 0 
n y* 
Le cas de Cobb-Douglas est celui où la ressource est indispensable et 
FR(K,0) = °° . Donc, la proposition 5.1 est parfaitement compatible 
avec les propositions 3.1, 4.1 et 4.2. Toutefois, le comportement à la 
limite des variables peut être obtenu avec cette forme paramétrique 
dont la maniabilité est connue. En particulier, l'épargne est constante 
tout au long de la trajectoire optimale avec le taux d'escompte nul. 
Cette épargne excède fii, le coefficient de partage du facteur ressource. 
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B- Progrès technique soutenant une économie non dégénérée 
Considérons le progrès technique exogène sous forme de a( t ) 
dans la fonction de production ( 13 ). 
Avec S > 0, une économie à la Cobb-Douglas se dégénère en 
absence du progrès technique. Quel serait alors le taux de ce dernier 
qui garantirait la non dégénérescence de l 'économie ? Nous allons 
en donner une condition nécessaire et suffisante. 
En vue de Lemme 2.1, la trajectoire optimale de l 'économie 
satisfait aux conditions d'efficacité et à l 'équation de Ramsey. Explici-
tement, nous avons 
Y* - R* = /?iz* ( 1 5 ) 
C* =_L[ jSiz* - 5 ] O U z = X ( 16) 
T] K 
D'après l 'équation de l'affectation des ressources Y= C +K , nous 
obtenons 
K=sz où
 S=l-Ç_ = 1 - x ( 1 7 ) 
Y 
Notons qu ' à partir de ( 13 ) : 
Y= à + PiK + piR ( 18) 
En combinant ( 17 ) et ( 18 ), nous avons l 'équation Y= a + /?isz 
+ PiR qui doit être satisfaite par notre économie. En particulier, pour 
la trajectoire optimale obéissant ( 15 ) et ( 16 ), elle est : 
Y= a + Pis-z- +PiR- ( 19) 
L'état stationnaire optimal est défini par z* = z* = 0. À partir de 
( 15 ), ( 17 ) et ( 18 ), nous avons : 
F* = Â + z* ( 1 - x- -Bi) ( 20 ) 
/Ji 
Notons que z* = F* - K-, nous avons : 
z- = a + ( jSi - 1 ) ( 1 - x* ) z- - pipiz- ( 21 ) 
Egalement;** = C- - F*. Utilisons ( 16 ), nous obtenons 
x- = z-\x- - 1 4- P* +p?] -JL-A . ( 22 ) 
L
 n
 J
 v Pi 
Le diagramme de phase est présenté dans la figure ( 3 ) où les 
courbes £* = 0 etx* = 0 ont respectivement les pentes positive et néga-
tive. L'état stationnaire optimale ( le point £ ) est un équilibre en forme 
de point de selle6 dans le sens dynamique. 
Le comportement asymptotique de l'économie peut être exprimé 
au point d'éguilibre stationnaire E où Ci = Kl TL Utilisant ( 17 ) et 
[2O)9Kt = Y* implique 
zt = * ( 23 ) 
Substituant ( 23 ) dans ( 16 ) : 
CZ=A_\JL_-8] ( 2 4 ) 
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et finalement Cl = Kt implique à son tour : 
x* = fii f \ - ôfii I =i-xZ ( 2 5 ) 
T] L a J 
Dés ignons—= p e t a lors /?-S = p . M a i s 5 = -i? ; par conséquence 
R + p = p . À l'état stationnaire optimale pS = 0 et A i = F2 = stzt. 
À partir de ( 15), Rl = (si - fii ) z*. Donc p i = pt+zl{sl - fii )= 0. 
Ainsi, 
pi = \ fii-si\zi = J L - _J_ r _JL- 5i ( 26 ) 
/J 2 r/ L /J 2 J 
Reprenons notre notation à la section précédente, i.e. a = X où X 
est le taux de progrès technique. À partir de ( 24 ), Cl < 0 implique 
que l'économie est dégénérée à la limite. Et inversement. Ainsi, l'éco-
nomie serait non dégénérée si et seulement si X > 8 fii. Notons que 
fii < 1, d'où cette condition est plus faible que celle trouvée au-
paravant. 
Résumons notre discussion dans : 
Proposition 5.2 
i ) L'économie n'est non dégénérée à long terme si et 
seulement si le taux de progrès technique exogène X 
est tel que X > fiiS où 8 est le taux d'escompte et 
fii le coefficient de partage du facteur ressource. 
ii ) L'état de l'économie non dégénérée à long terme 
est un équilibre en forme de point de selle pour 
lequel : 
R* - 0 , 5 * -> 0, C* - ° ° , K* -> 0O1 
Y*/K* -» X , CVY* ->_£l_ [ 1 - PlS 1 - 1 
fiifii r] L X J 
s* - _ £ L r i - 8P2 i , RVS* - A _ - _ L r _À_ -<s i 
rj L r/ J fii ri L fii * 
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C- Progrès technique endogène : l'innovation optimale 
Le progrès technique est traité jusqu'ici comme une « manne » 
tombant du paradis. Qu' arrive-1-il si ce progrès est devenu une 
variable de décision endogène ? 
Supposons qu'une partie de l'output soit affectée à l'activité 
R 8c D qui promouvoit le progrès technique. Quoique toute innova-
tion est, de par sa nature, du domaine de l'incertitude, nous prenons 
quand même l'hypothèse héroïque du déterminisme ( ! )7. Dans ce 
contexte, l'accroissement du progrès est donné par : 
à(t)=g(W(t)) (27) 
où g est une fonction continue et W est la dépense en R 8c D qui satisfait 
à: 
Y = CtKVRV = C + W + K ( 28 ) 
Si y ( t ) désigne le prix fictif du stock de « savoir faire » a ( t ), l'ex-
pression Hamiltonienne courante s'écrit: 
H { ) = C1-" - qR+p[ aK^R?2 - C - W} + yg ( W) ( 29 ) 
En addition à ( 5 ) - ( 10 ), nous avons les conditions nécessaires : 
yg'(W)=P ( 3 0 ) 
y = Sy - pK'W2 (31) 
et les conditions de transversalités lim £"*y(a, = 0, lim eSty, > 0. La 
différentiation logarithmique de ( 30 ) nous donne : 
y + g" (W) W= p 
y g'(W) p 
Cette équation nous donne une condition d'efficacité additionnelle. 
Utilisant ( 8 ), l'efficacité dans l'activité innovatrice doit alors obéir 
à l'équation : 
S - pxJL_ = ë" ( W) • W+ 8 -
 e ' ( W) K^R132 
K g' (W) 
7. En ce faisant, nous rejoignons un cortège important d'économistes, dont Shell [ 14 ], 
Usawsa [ 20 ] comme pionniers et plus récemment Takayama [ 18 ], C. Chiarella [ 4 ], Suzuki 
[ 17 ], Kemps et Long [ 10 ], etc. en économie des ressources naturelles. 
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Afin de rendre l'analyse possible, nous supposons que g ( W) est 
linéaire. En choisissant de façon appropriée l'échelle de mesure, 
posons^ W) = W. Ainsi, la condition d'efficacité précédente devient : 
fl, Y =
 K^E^ = Y 
K a 
D'où: 
K= api ( 32 ) 
tout au long d'une trajectoire efficace. Aussi, à partir de ( 32 ), 
K= â (33) 
Nous sommes maintenant au point où nous pouvons répéter 
l'analyse précédente. Toute trajectoire optimale de l'économie doit 
satisfaire (15), { 16 ), ( 19 ) et ( 33 ), i.e. : 
f* = â* + fiiÊ* + 02Ê* = â* + 0is*z* + PiR^ ( 19' ) 
Y* - fi* = Piz* ( 1 5 ' ) 
C * = _ J _ [Piz* -S] ( 16 ' ) 
n 
£* = a* ( 33' ) 
Encore une fois, à l'état stationnaire optimal Ct = Kz = Yt qui est un 
point de selle vers lequel l'économie tend à la limite, nous avons à 
partir de ( 19' ) : 
Rt = - ft1^* (34) 
P2 
En substituant ( 34 ) dans ( 15' ) : 
zt= ^ r (35) 
P*P* 
D'autre part, comme Ct = Kt = à* selon ( 33' ), nous avons à partir 
de( 16') et ( 3 5 ) : 
zt= _ i _ f - 1 (36 
pi L l-piri J 
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Égalisant ( 35 ) et ( 36 ) pour trouver finalement : 
âî = Sp2 f l 1 ( 37 ) 
L l-Pit] J 
Comme t] < 1, nous avons aî = ôfii. En vue de la proposition 5.2, 
l'économie serait alors non dégénérée. Nous pouvons également 
substituer ât dans la proposition 5.2 ( ii ) pour avoir les valeurs limi-
tes.8 Ainsi : 
Proposition 5.3 
i ) Lorsque l'innovation est endogène, le progrès technique 
optimal est a* = 5/32 [ l j . De plus, il permet à l'éco-
nomie de ne jamais se diriger à long terme vers un état dégé-
néré. 
ii ) L'équilibre à long terme est en forme de point de selle 
pour lequel 
R* - 0, S* - 0, C* -» » , y* - oo 
y*/K* 8 . C*+W* _, ^p1P2 
)3i-j3ij3277 Y* 
W*; 
VI- CONCLUSION 
R* ^ S r , , 1 
S* - f 1 + - r s — ( f | _ 1 ) l -
Dans cet article, le comportement de saut « catastrophique » qui 
résulte des variations paramétriques de l'équilibre à long terme dans 
un modèle de croissance avec ressource non renouvelable est analysé. 
En l'absence d'innovation et pour un taux d'escompte de la félicité 
future positif, l'état de l'économie représenté par le stock de capital en 
équilibre à long terme saute de l'infini à zéro lorsque la ressource, 
étant non nécessaire, devient indispensable dans la technologie de 
production. Pour une ressource indispensable à la production, cet 
8. Définissons u = W
 ets= \ - - w . À partir de ( 19' ) et ( 15' ), on obtient 
/5i2â 
p2. Cette relation peut être obtenue également en notant que Z% = Kt0 = â% P' 
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équilibre saute de zéro à l'infini lorsque le taux d'escompte, quand 
réduit continûment, atteint la valeur zéro. Ainsi, la dégénérescence de 
l'économie dans le cas d'un taux d'escompte positif ne peut être 
contrecarrée par un taux positif de progrès technique. Elle peut donc 
être évitée si ce taux est au moins égale au taux d'escompte. 
Dans le cas d'une économie dont la technologie de production est 
de type C obb-Douglas, on a trouvé un taux de progrès technique 
nécessaire et suffisant qui soutient une économie non dégénérée. 
Quand l'innovation est endogène et contrôlable à un certain coût, il a 
été démontré que l'économie se dirige toujours vers le « Pays de 
Cocagne » où règne l'abondance absolue. 
Comme nous avons constaté, la variété des équilibres à long terme 
consiste en des points qui sautent de l'infini à zéro lorsque les para-
mètres passent par les points de bifurcation, à savoir ( 8= 0, (J= 1, À= 8 ). 
La variété des équilibres en forme d'hyperplan comme dans le modèle 
de Liavatan & Samuelson s'obtient lorsque l'on adopte une spécifica-
tion plus générale de la technologie de production. On peut, par 
exemple, poser Y= a(t)F(K, S, S) comme dans Long & Kemps [ 10 ] 
où S désigne le stock d'une ressource non renouvelable identifié 
globalement comme « environnement ». Dans ce cas, l'analyse du 
type que propose Magill [ 11 ] est devenue indispensable. 
En somme, le modèle de croissance avec ressource non renouve-
lable est structurellement instable même dans les cas relativement 
simples que nous avons considérés. Tout comme avec plusieurs 
phénomènes dynamiques dans les sciences naturelles ( voir Casti 
[ 3 ] ), l'aspect de stabilité structurelle dans les modèles économiques 
devrait être scrupuleusement examiné afin de les acheminer vers une 
certaine « robustesse de structure ». Cette qualité est certes requise 
pour faciliter la tâche de prédiction théorique. 
N. M. HUNG,* 
Économique, Université Laval 
* J'aimerais remercier messieurs A. Haurie pour de nombreuses discussions stimulantes, 
M. Truchon et F. Taurand pour diverses précisions et améliorations qu'ils m'ont suggérées dans 
la préparation de cette version et P. Lasserre pour des commentaires pertinents. Ils sont 
cependant dissociés de toutes erreurs possibles. 
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